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(16) 三角總複習 2 

18. 已知𝛥𝐴𝐵𝐶的邊長為𝑎、𝑏和𝑐，四邊形𝐸𝐺𝐵𝐴和四邊形𝐸𝐴𝐶𝐹都是

正方形，求𝐷𝐸。 

 

【解答】  

∠𝐷𝐴𝐸 = ∠𝐴 

𝛥𝐷𝐴𝐸 中，𝐷𝐸
2

= 𝐷𝐴
2

+ 𝐸𝐴
2

− 2 𝑐𝑜𝑠( ∠𝐷𝐴𝐸)  

 = 𝑐2 + 𝑏2 − 2𝑏𝑐 𝑐𝑜𝑠( 180° − ∠𝐴)  

 = 𝑐2 + 𝑏2 + 2𝑏𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴----------(1) 

𝛥𝐴𝐵𝐶 中，𝑐𝑜𝑠 𝐴 =
𝑏2+𝑐2−𝑎2

2𝑏𝑐
----------(2)  

將(2)代入(1)，𝐷𝐸
2

= 𝑐2 + 𝑏2 + 2𝑏𝑐
𝑐2+𝑏2−𝑎2

2𝑏𝑐
 

 = 𝑐2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑏2 − 𝑎2 

 = 2(𝑐2 + 𝑏2) − 𝑎2 

答：𝐷𝐸 = √2(𝑐2 + 𝑏2) − 𝑎2  

A 

B 

G 

C 

F 

E 

D 

a 

c b 
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19. 𝛥𝐴𝐵𝐶中，𝑎、𝑏、𝑐的邊長比為1：2：√3，求∠𝐴、∠𝐵和∠𝐶。 

【解答】 

令𝑎 = 1ℎ = ℎ  

 𝑏 = 2ℎ 

 𝑐 = √3ℎ 

𝑐𝑜𝑠 𝐴 =
𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
 

=
(2ℎ)2 + (√3ℎ)2 − ℎ

2

2 × 2ℎ × √3ℎ
=

4ℎ2 + 3ℎ2 − ℎ2

4√3ℎ2
 

=
6ℎ2

4√3ℎ2 =
3

2√3
=

√3

2
 

∴ ∠𝐴 = 30° 

𝑐𝑜𝑠 𝐵 =
𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2

2𝑎𝑐
=
ℎ

2 + (√3ℎ)2 − (2ℎ)2

2 × ℎ × √3ℎ
 

=
ℎ2 + 3ℎ2 − 4ℎ2

4√3ℎ2
= 0 

∴ ∠𝐵 = 90° 

∠𝐶 = 180° − (∠𝐴 + ∠𝐵)  

 = 180° − (30° + 90°)  

 = 180° − 120° 

 = 60° 

答：∠𝐴 = 30°、∠𝐵 = 90°、∠𝐶 = 60° 
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20. 𝛥𝐴𝐵𝐶中，已知𝑎：𝑏：𝑐 =2√3：2：2，求∠𝐴、∠𝐵和∠𝐶。 

【解答】 

令𝑎 = 2√3ℎ  

 𝑏 = 2ℎ 

 𝑐 = 2ℎ 

𝑐𝑜𝑠 𝐵 =
𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2

2𝑎𝑐
 

=
(2√3ℎ)2 + (2ℎ)2 − (2ℎ)2

2 × √3ℎ × 2ℎ
 

=
12ℎ2 + 4ℎ2 − 4ℎ2

4√3ℎ2
 

=
12ℎ2

4√3ℎ2
=

3

2√3
=

√3

2
 

∴ ∠𝐵 = 30° 

同理，∠𝐶 = ∠𝐵 = 30° 

∠𝐴 = 180° − (∠𝐵 + ∠𝐶)  

 = 180° − (30° + 30°)  

 = 180° − 60° 

 = 120° 

答：∠𝐴 = 120°、∠𝐵 = 30°、∠𝐶 = 30° 
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21. 𝛥𝐴𝐵𝐶中，求證 

𝑎 = 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐶 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐵 

𝑏 = 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴 + 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐶 

𝑐 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴 

【證明】 

 

依圖，得知 

𝑐𝑜𝑠 𝐴 =
𝐴𝐷

𝑏
⇒𝐴𝐷 = 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴 

𝑐𝑜𝑠 𝐵 =
𝐷𝐵

𝑎
⇒𝐷𝐵 = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 

𝑐 = 𝐴𝐷 + 𝐷𝐵 = 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴 + 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 

同理可證 

𝑎 = 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐶 + 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐵 

𝑏 = 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴 + 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐶  

 
A 

D B 

C 

b 
a 
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22. 求證：𝑐(𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐵 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐴) = (𝑎2 − 𝑏2) 𝑐𝑜𝑠 𝐶 

【證明】 

左邊= 𝑐(𝑏
𝑎2+𝑐2−𝑏2

2𝑎𝑐
− 𝑎

𝑏2+𝑐2−𝑎2

2𝑏𝑐
)  

  = 𝑐[
𝑏2(𝑎2+𝑐2−𝑏2)

2𝑎𝑏𝑐
−

𝑎2(𝑏2+𝑐2−𝑎2)

2𝑎𝑏𝑐
]  

  =
1

2𝑎𝑏
[𝑏2(𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2) − 𝑎2(𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2)]  

  =
1

2𝑎𝑏
[𝑏2𝑎2 + 𝑏2𝑐2 − 𝑏4 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎2𝑐2 + 𝑎4)]  

  =
1

2𝑎𝑏
[(𝑏2𝑎2 − 𝑏4) + (𝑎4 − 𝑎2𝑏2) − (𝑎2𝑐2 − 𝑏2𝑐2)]  

  =
1

2𝑎𝑏
[𝑏2(𝑎2 − 𝑏2) + 𝑎2(𝑎2 − 𝑏2) − 𝑐2(𝑎2 − 𝑏2)]  

  =
(𝑎2−𝑏2)

2𝑎𝑏
(𝑎2 + 𝑏2 − 𝑐2) 

右邊= (𝑎2 − 𝑏2) 𝑐𝑜𝑠 𝐶 

  = (𝑎2 − 𝑏2)
(𝑎2+𝑏2−𝑐2)

2𝑎𝑏
 

∵左邊=右邊，故得證  
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23. 求證：(𝑏 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝑐) 𝑠𝑖𝑛 𝐴 =
𝑎𝑐

2𝑅
𝑐𝑜𝑠 𝐴 

【證明】   

從第 21題證明得知𝑏 = 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴 + 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐶 

∴ (𝑏 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐶) = (𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴 + 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐶 − 𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐶) = 𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴-------(1) 

將(1)代入左邊(𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴) 𝑠𝑖𝑛 𝐴 

      =𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴
𝑎

2𝑅
----(使用正弦定理𝑠𝑖𝑛 𝐴 =

𝑎

2𝑅
代入) 

      =
𝑎𝑐

2𝑅
𝑐𝑜𝑠 𝐴 

故得證 

24. 求證：𝑐𝑜𝑠 𝐴 =
√4𝑅2−𝑎2

2𝑅
 

【證明】 使用正弦定理𝑠𝑖𝑛 𝐴 =
𝑎

2𝑅
 

∴𝑐𝑜𝑠 𝐴 = √1 − 𝑠𝑖𝑛2 𝐴 = √1 − (
𝑎

2𝑅
)2 = √1 −

𝑎2

4𝑅2
=

√4𝑅2−𝑎2

2𝑅
 

故得證 
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25. ∠𝐴: ∠𝐵: ∠𝐶 = 1: 1: 4，已知𝑐 = 2√3，求𝑎和𝑏。 

【作答】由正弦定理 

已知∠𝐴: ∠𝐵: ∠𝐶 = 1: 1: 4， 

令∠𝐴 = 𝑘、∠𝐵 = 𝑘、∠𝐶 = 4𝑘 

∠𝐴 + ∠𝐵 + ∠𝐶 = 180° 

𝑘 + 𝑘 + 4𝑘 = 180° 

6𝑘 = 180°，𝑘 = 30° 

∴∠𝐴 = ∠𝐵 = 30°，∠𝐶 = 180° − 30° − 30° = 120° 

𝑎

𝑠𝑖𝑛 𝐴
=

𝑐

𝑠𝑖𝑛 𝐶
 

 𝑎  

1
2

=
  2√3  

√3
2

 

2𝑎 = 4 

𝑎 = 2，∵∠𝐴 = ∠𝐵，∴𝑎 = 𝑏 = 2 

答：𝑎 = 𝑏 = 2  
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26. 𝛥𝐴𝐵𝐶中，已知𝑎 = 3，𝑏 = 4，𝑐 = 5，求三角形之面積。 

【作答】 

  𝑐𝑜𝑠 𝐴 =
𝑏2+𝑐2−𝑎2

2𝑏𝑐
 

     =
42+52−32

2×4×5
 

     =
16+25−9

40
=

32

40
=

4

5
 

  𝑠𝑖𝑛 𝐴 = √1 − 𝑐𝑜𝑠2 𝐴 

    = √1 − (
4

5
)2 = √1 −

16

25
= √

9

25
=

3

5
 

𝛥𝐴𝐵𝐶的面積=
1

2
𝑏𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝐴 

=
1

2
× 4 × 5 ×

3

5
= 6 

答：6 平方單位  
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27. 求證：𝛥𝐴𝐵𝐶中，若𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 − 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴 = 𝑐時，則𝛥𝐴𝐵𝐶必定是直

角三角形。 

【證明】 

𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 − 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴 

= 𝑎
𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2

2𝑎𝑐
− 𝑏

𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑏𝑐
 

=
𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2

2𝑐
−

𝑏2 + 𝑐2 − 𝑎2

2𝑐
 

=
𝑎2 + 𝑐2 − 𝑏2 − 𝑏2 − 𝑐2 + 𝑎2

2𝑐
 

=
2𝑎2 − 2𝑏2

2𝑐
 

=
𝑎2 − 𝑏2

𝑐
 

帶回算式𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 − 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴 = 𝑐  

 
𝑎2−𝑏2

𝑐
= 𝑐  

 𝑎2 − 𝑏2 = 𝑐2 

 𝑎2 = 𝑐2 + 𝑏2 

根據畢氏定理，𝛥𝐴𝐵𝐶是直角三角形，故得證。  
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28. 求證：若𝑠𝑖𝑛2 𝐴 + 𝑠𝑖𝑛2 𝐵 = 𝑠𝑖𝑛2 𝐶，則𝛥𝐴𝐵𝐶必為直角三角形。 

【證明】 

由正弦定理得知 

𝑎 = 2𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐴 

𝑏 = 2𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐵 

𝑐 = 2𝑅 𝑠𝑖𝑛 𝐶 

⇒𝑠𝑖𝑛 𝐴 =
𝑎

2𝑅
 

𝑠𝑖𝑛 𝐵 =
𝑏

2𝑅
 

𝑠𝑖𝑛 𝐶 =
𝑐

2𝑅
 

𝑠𝑖𝑛2 𝐴 + 𝑠𝑖𝑛2 𝐵 = 𝑠𝑖𝑛2 𝐶 

⇒ (
𝑎

2𝑅
)2 + (

𝑏

2𝑅
)2 = (

𝑐

2𝑅
)2 

𝑎2

4𝑅2
+

𝑏2

4𝑅2
=

𝑐2

4𝑅2
 

𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2 

根據畢氏定理，𝛥𝐴𝐵𝐶是直角三角形，故得證。  
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29. 求證：𝛥𝐴𝐵𝐶中，當𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 = 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴，則𝑎 = 𝑏 

 

【證明】 

令𝐶𝐷 ⊥ 𝐴𝐵， 

則𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 = 𝐵𝐷 

 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴 = 𝐴𝐷 

∵𝑎 𝑐𝑜𝑠 𝐵 = 𝑏 𝑐𝑜𝑠 𝐴 

∴𝐵𝐷 = 𝐴𝐷 

由此可證明𝛥𝐶𝐴𝐷 ≅ 𝛥𝐶𝐵𝐷 

∴𝑎 = 𝑏  

故得證。  

 A 
D 

C 

B 

a 
b 
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30. 𝛥𝐴𝐵𝐶中，已知∠𝐴、∠𝐵、∠𝐶及𝑎、𝑏，求𝑐。 

【解題】 

    由正弦定理得知 

     
𝑎

𝑠𝑖𝑛 𝐴
=

𝑐

𝑠𝑖𝑛 𝐶
 

𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝐴 = 𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝐶 

𝑐 =
𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝐶

𝑠𝑖𝑛 𝐴
 

答： 

𝑐 =
𝑎 𝑠𝑖𝑛 𝐶

𝑠𝑖𝑛 𝐴
 

 

 

31. 𝛥𝐴𝐵𝐶中，已知𝑏、𝑐、∠𝐴，求𝑎、∠𝐵及∠𝐶。 

【解題】 

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴 

𝑎 = √𝑏2 + 𝑐2 − 2𝑏𝑐 𝑐𝑜𝑠 𝐴 

𝑐𝑜𝑠 𝐵 =
𝑎2+𝑐2−𝑏2

2𝑎𝑐
，可求得∠𝐵  

𝑐𝑜𝑠 𝐶 =
𝑎2+𝑏2−𝑐2

2𝑎𝑏
，可求得∠𝐶 

 

32. 𝛥𝐴𝐵𝐶中，已知𝑎、𝑏、𝑐，求∠𝐴、∠𝐵及∠𝐶。 

【解題】 

𝑐𝑜𝑠 𝐴 =
𝑏2+𝑐2−𝑎2

2𝑏𝑐
，∠𝐴 = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠(

𝑏2+𝑐2−𝑎2

2𝑏𝑐
) 

𝑐𝑜𝑠 𝐵 =
𝑎2+𝑐2−𝑏2

2𝑎𝑐
，∠𝐵 = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠(

𝑎2+𝑐2−𝑏2

2𝑎𝑐
) 

𝑐𝑜𝑠 𝐶 =
𝑎2+𝑏2−𝑐2

2𝑎𝑏
，∠𝐶 = 𝑎𝑟𝑐 𝑐𝑜𝑠(

𝑎2+𝑏2−𝑐2

2𝑎𝑏
) 
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33. 𝛥𝐴𝐵𝐶中，已知𝑏、𝑐、∠𝐵，求𝑎、∠𝐴及∠𝐶。 

【解題】 

由正弦定理得知 

𝑏

𝑠𝑖𝑛 𝐵
=

𝑐

𝑠𝑖𝑛 𝐶
 

𝑏 𝑠𝑖𝑛 𝐶 = 𝑐 𝑠𝑖𝑛 𝐵 

𝑠𝑖𝑛 𝐶 =
𝑐

𝑏
𝑠𝑖𝑛 𝐵，可求得∠𝐶  

∠𝐴 = 180° − (∠𝐵 + ∠𝐶)，可求得∠𝐴  

𝑏

𝑠𝑖𝑛 𝐵
=

𝑎

𝑠𝑖𝑛 𝐴
 

∴ 𝑎 = 𝑏
𝑠𝑖𝑛 𝐴

𝑠𝑖𝑛 𝐵
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34. 如圖，已知α、β及 d，求𝑥 

A C

B

D

α β 
d y

x

 

【解答】 

∵ 𝑡𝑎𝑛 𝛽 =
𝑥

𝑦
, ∴  𝑦 =

𝑥

𝑡𝑎𝑛 𝛽
= 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝛽-------(1) 

∵𝑡𝑎𝑛 𝛼 =
𝑥

𝑦+𝑑
，∴𝑦 + 𝑑 =

𝑥

𝑡𝑎𝑛 𝛼
= 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝛼-------(2) 

(2) - (1)， 

𝑑 = 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝛼 − 𝑥 𝑐𝑜𝑡 𝛽 = 𝑥(𝑐𝑜𝑡 𝛼 − 𝑐𝑜𝑡 𝛽)  

𝑥 =
𝑑

𝑐𝑜𝑡 𝛼 − 𝑐𝑜𝑡 𝛽
 

答：𝑥 =
𝑑

𝑐𝑜𝑡 𝛼−𝑐𝑜𝑡 𝛽
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35. 如圖，已知𝛼、𝛽、𝑎，𝐴𝐸 = 𝐷𝐸 = 𝑥，求𝑥。 

 

【解答】 

𝛥𝐴𝐵𝐶中，
𝑥−𝑎

𝐵𝐶
= 𝑡𝑎𝑛 𝛼-------(1) 

𝛥𝐵𝐶𝐷中，
𝑥+𝑎

𝐵𝐶
= 𝑡𝑎𝑛 𝛽-------(2)  

由(1)，𝐵𝐶 =
𝑥−𝑎

𝑡𝑎𝑛 𝛼
 

由(2)，𝐵𝐶 =
𝑥+𝑎

𝑡𝑎𝑛 𝛽
 

∴
𝑥 − 𝑎

𝑡𝑎𝑛 𝛼
=

𝑥 + 𝑎

𝑡𝑎𝑛 𝛽
 

(𝑥 − 𝑎) 𝑡𝑎𝑛 𝛽 = (𝑥 + 𝑎) 𝑡𝑎𝑛 𝛼 

𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝛽 − 𝑎 𝑡𝑎𝑛 𝛽 = 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝛼 + 𝑎 𝑡𝑎𝑛 𝛼 

𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝛽 − 𝑥 𝑡𝑎𝑛 𝛼 = 𝑎 𝑡𝑎𝑛 𝛽 + 𝑎 𝑡𝑎𝑛 𝛼 

𝑥(𝑡𝑎𝑛 𝛽 − 𝑡𝑎𝑛 𝛼) = 𝑎(𝑡𝑎𝑛 𝛽 + 𝑡𝑎𝑛 𝛼)  

𝑥 =
𝑎(𝑡𝑎𝑛 𝛽 + 𝑡𝑎𝑛 𝛼)

𝑡𝑎𝑛 𝛽 − 𝑡𝑎𝑛 𝛼
 

答：𝑥 =
𝑎(𝑡𝑎𝑛 𝛽+𝑡𝑎𝑛 𝛼)

𝑡𝑎𝑛 𝛽−𝑡𝑎𝑛 𝛼
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